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Resumen.

Se desarrolla el tipo mas general de teona orbital en un espacio-tiempo con simetria
esferica. Esta teona se desarrolla a partir del hecho de que el hamiltoniano (H) relativista, yel
momento angular relativista (L), son constantes de movimiento. Se define el sistema de
coordenadas para resolver numericamente la orbita general y las ecuaciones de movimiento.
Las orbitas resultantes presentan precesion y pueden disminuir, de manera que una particula
m, que gira en orbita alrededor de una particula M eventuaIrnente colisiona con ella. Esta teona
puede describir todas las orbitas observables sin necesidad de recurrir a la ecuacion de campo
de Einstein.
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3. Algunos resultados a partir de las Ecs. (42) y (43) 

 

3.1 Ecuaciones de Euler-Lagrange. 

 

En primer lugar, presentamos las ecuaciones de movimiento basadas en el espacio m como 
extensión del trabajo de álgebra computacional de UFT 415. La velocidad de un objeto en 
órbita en el espacio del observador es 

    v = ��2 + r2�� 2                                                                                                         (44) 

y la coordenada radial y la velocidad en el espacio m son 

 

Además, el tiempo se transforma en forma inversa a r: 

 t1 = √m���  t.                                                                                                          (47) 

Tal como se desarrolló en la Sección 2, la energía potencial es 

 Epot = − √m���  
	
�

�
                                                                    (48) 

y la energía total relativista es 

           E = (m(r) γ – 1) mc2 − √m���  
	
�

�
 = const.                                                     (49) 

con el factor γ del espacio-tiempo no constante, con simetría esférica:      

El momento angular conservado es 

          
Las ecuaciones de movimiento se deducen como ecuaciones de Euler-Lagrange a partir del 
lagrangiano relativista 



  

Las ecuaciones de Euler-Lagrange, en forma normalizada, se obtienen a partir del cálculo 
analítico mediante álgebra computacional: 

 

La función m debe de predefinirse como un parámetro de cálculo. Las ecuaciones y sus 
resultados son muy similares a la versión temporaria provista en UFT 415. Se analizan 
ejemplos numéricos en la siguiente sub-sección. 

En lugar de ejecutar los cálculos en el espacio del observador (r, ϕ), podemos cambiar 
completamente a las coordenadas del espacio m (r1 , ϕ). Con (45-47), todas las cantidades 
dependientes de r se transforman a cantidades dependientes de r1, dando 

 

y el lagrangiano relativista resulta    

    



Dado que este lagrangiano se estructura de un modo más sencillo que para el sistema de 
coordenadas del observador (Ec.(52)), las ecuaciones de Euler-Lagrange resultantes son más 
sencillas: 

 

 

El último término de ��  y los dos últimos términos de ��  son las expresiones no relativistas, 
donde el potencial gravitacional posee un factor de 1/γ3, tal como ya se observó en UFT 415. 
Además, la función m aparece en los dos últimos términos. 

 

3.2 Resultados de los cálculos numéricos. 

 

El conjunto de ecuaciones simultáneas (53, 54) se ha resuelto numéricamente. Los resultados 
son esencialmente similares a aquellos presentados en UFT 415. En la Fig. 1 se representan 
gráficamente las órbitas r(ϕ) y r1(ϕ) para una masa que colisiona con el centro, donde se 
utilizó la función m de la métrica ampliada de Schwarzschild: 

 
La órbita  r1  es  ligeramente mayor que la órbita r porque m(1) = 0.94 para el punto inicial r 

= 1. Cuando colapsa la órbita de r, m(r) se va a cero, permitiendo que r1 se vaya a infinito. 
La masa se ve repelida del centro en el marco (r1 , ϕ) pero cae hacia el centro en el marco del 
observador (r,ϕ).          Tal y como se explicó en UFT 415,  el movimiento finaliza donde  
m(r) = 0. 

En los cálculos subsecuentes, se empleó la función m exponencial porque no se basa en la 
relatividad general einsteiniana. La Fig. 2 muestra la contraparte de la Fig. 1, calculada con 
la función m exponencial 

  m(r) = a – exp (b exp (−
�

�
)).                                                           (63) 



La órbita describe una espiral hacia adentro para la trayectoria r, así como para la trayectoria 
r1. Su dependencia del tiempo se representa en la Fig. 3 y el comportamiento de su velocidad 
en la Fig. 4. Las velocidades primeramente crecen cuando la masa en órbita se aproxima al 
centro, pero luego caen en forma drástica. El valor de v cae a cero, indicando que la masa en 
órbita alcanza el reposo en el marco del observador, pero la velocidad v1 permanece como 
final en el marco (r1, ϕ). 

El momento angular relativista (Fig. 5) para el mismo movimiento permanece constante hasta 
que r se aproxima a cero, donde diverge el cálculo. Los valores newtonianos se van a cero 
antes de este punto porque v = 0 y, en consecuencia, ��  = 0 en este punto. La energía total 
relativista y la newtoniana se representan en la Fig.6. En el caso newtoniano, la energía 
cinética desaparece en el punto final r = 0 y diverge la energía potencial. Como consecuencia, 
la energía total newtoniana diverge a −∞. En el caso relativista, la divergencia del término 
1/r se ve contrapesado por el factor γ y la función m, tal como puede observarse, por ejemplo, 
en el último término de la Ec. (54). Por lo tanto, la energía total no muestra en este caso un 
comportamiento singular. 

A continuación, investigamos los efectos de un horizonte de evento. No resulta claro si existe 
en la naturaleza semejante entidad, pero a partir de la teoría m semejante estructura resulta 
posible.   Hemos introducido un punto cero en m(r) a r0 = 0.3, tal como se muestra en la Fig. 
7. Entonces la función m resulta 

    
donde el signo de suma se mantiene para r < r0 y el signo de resta para r > r0. Primero 
consideramos el espacio exterior r > r0. Si las órbitas de las masas se ubican a una distancia 
suficiente del horizonte de evento en r0, obtenemos, en el caso periódico, las elipses con 
precesión y las curvas oscilando entre dos radios. Semejante caso se representa en la Fig. 8. 
Si la velocidad inicial del cálculo cae por debajo de cierto valor, la masa se detiene en el 
horizonte de evento y permanece allí, ver Fig. 9. La órbita r1 diverge, de una manera similar 
al caso de la Fig. 1. Puede que la razón sea que la función m (62) contenga implícitamente 
un horizonte de evento, denominado el radio de Schwarzschild. 

En la Fig. 10 se representa el movimiento periódico de una masa dentro del horizonte. 
Éste es un movimiento de precesión en tanto que la masa no se aproxime demasiado al 
horizonte de evento. Se observa que las órbitas r y r1 se vuelven diferentes en la región 
exterior, donde están más cerca del horizonte. Esto resulta inverso al movimiento con una 
función m central (ver, por ejemplo, la Fig. 2). Cuando la velocidad inicial excede cierto 
valor, la masa se ve atrapada por el horizonte de evento, lo cual conduce a una finalización 
del movimiento. Este caso se representa gráficamente en la Fig. 11. Resulta interesante que 
la órbita r1 cruza el horizonte y permanece infinitamente, pero la órbita r finaliza en r = r0. 
Obviamente, un horizonte de evento constituye un límite insuperable. Esto resulta diferente 



de la obsoleta teoría del agujero negro, donde una masa puede caer libremente a través del 
horizonte de evento.  

Los últimos cálculos se llevaron a cabo con el conjunto de ecuaciones (60, 61) el cual 
describe el movimiento a priori en el espacio (r1, ϕ). La Fig. 12 muestra una órbita con una 
precesión hacia adelante. Dado que la órbita siempre posee una mayor distancia al centro, no 
hay diferencia visible entre las trayectorias de r y r1. Cuando se selecciona una velocidad 
inicial menor, es decir la energía total es menor en cantidad, se obtiene una precesión en 
retroceso, ver la Fig. 13 (observar las diferentes longitudes de escalas en ambos diagramas). 
Finalmente, en la Fig. 14, se demuestra que también para el conjunto de ecuaciones (60, 61) 
la energía total se conserva, así como el momento angular. 

 

 Figura 1: Órbitas con función m tipo Schwarzschild (62). 

 

    Figura 2: Órbitas con función m exponencial (63). 

 



 

 

Figura 3: Trayectorias r(t) y r1(t). 

 

 

 

 

Figura 4: Trayectorias v(t) y v1(t). 

 

 



 

 

Figura 5: Momentos angulares de movimiento. 

 

 

 

 

Figura 6: Energía total de movimiento. 

 

 



 

Figura 7: Función m con horizonte de evento en r = 0.3. 

 

 

            

 

Figura 8: Órbitas periódicas externas al horizonte de evento. 

 

 

 



 

Figura 9: Órbitas que colapsan por fuera del horizonte de evento. 

 

 

 

Figura 10: Órbitas periódicas dentro del horizonte de evento. 

 

 

 

 



 

Figura 11: Órbitas que colapsan dentro del horizonte de evento. 

 

 

 

Figura 12: Órbita del conjunto de ecuaciones (60, 61) con precesión hacia adelante. 

 

 



 

Figura 13: Órbita del conjunto de ecuaciones (60, 61) con precesión retrógrada. 

 

 

 

 

 

Figura 14: Energía total de movimiento con precesión retrógrada. 




