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Resumen. 
 

                   La consideración de las rotaciones activa y pasiva en un 
plano se desarrolla en el principio de equivalencia de la geometría de Cartan 
y de la relatividad general, válido para toda clase de movimiento en cualquier 
espacio matemático y en cualquier número de dimensiones. El teorema de 
equivalencia establece que la cuatro derivada ordinaria de cualquier vector es 
igual al producto de dicho vector por la conexión de espín, en la medida en 
que éstos factores sean las dos componentes de la derivada covariante. El 
teorema tiene validez para cualquier geometría consistente, se ilustra 
mediante órbitas planas de cualquier tipo y permite el desarrollo de una 
nueva relatividad general en la que todas las órbitas pueden describirse a 
través de componentes de la conexión de espín.    
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1. Introducción.  
 
                       En recientes documentos de esta serie [1-10] se ha demostrado que la 
relatividad general de Einstein resulta incorrecta y obsoleta, y se ha llevado a cabo unos 
primeros intentos para desarrollar una nueva teoría de la relatividad general. Existen muchos 
errores en la vieja clase de relatividad general, algunos de los cuales se han conocido durante 
casi un siglo. Con el objeto de comenzar a desarrollar una teoría de la relatividad válida, la 
geometría básica deberá ser correcta y consistente. Una geometría que cumple con estas 
características ha estado disponible desde principios de la década de 1920, y se debe a Cartan y 
sus colaboradores [11]. Se desarrolla a partir de dos ecuaciones estructurales que definen la 
torsión y la curvatura. Las dos cantidades se vinculan a través de una identidad que incorpora 
correctamente a la torsión. 
 
Uno de los principales errores de la relatividad obsoleta fue la afirmación incorrecta de que la 
curvatura es distinta de cero y la torsión es igual a cero. En la nota acompañante 199(6) en 
www.aias.us se demuestra que esta afirmación es incorrecta. Otro error fundamental de la 
relatividad obsoleta fue la afirmación de que la conexión de Christoffel (inferida en la década 
de 1860) es simétrica en sus dos índices inferiores. Este error se cometió en una época entre 
1900 y 1920, cuando se desconocía la torsión, pero la curvatura se conocía y fue inferida por 
primera vez por Levy Civita y sus colaboradores. Riemann trabajó a principios del siglo XIX y 
solo infirió la métrica. Desafortunadamente, Einstein desarrolló la relatividad general 
alrededor de 1915, cuando se desconocía la torsión. El trabajo de Einstein fue criticado 
severamente casi de inmediato por Schwarzschild en diciembre de 1915 [12] en una carta que 
ahora se encuentra disponible en la red en su traducción al idioma inglés. La torsión fue 
desarrollada por Cartan y sus colaboradores a principios de la década de 1920 en París. Cartan 
y Einstein intercambiaron correspondencia, pero Einstein no adoptó las ecuaciones 
estructurales y de identidad de Cartan. Éstos se utilizaron correctamente por primera vez en 
esta serie de documentos [1-10], desde principios de marzo de 2003. 
 
El trabajo divulgado en esta serie se conoce ahora como la teoría ECE de la física unificada. Ha 
surgido como nuevo modelo de la física, ya que el modelo tradicional se encuentra plagado de 
errores, complejidades y una opacidad infranqueable. La afirmación incorrecta de la conexión 
simétrica se produjo a partir de la afirmación incorrecta de que la torsión es igual a cero 
mientras que la curvatura es distinta de cero. El método correcto para generar curvatura y 
torsión utiliza [1-11] el operador conocido como el conmutador de derivadas covariantes. La 
acción de este operador sobre cualquier tensor, en cualquier espacio en cualquier número de 
dimensiones produce tanto curvatura como torsión. Resulta incorrecto omitir la torsión porque 
el conmutador siempre la produce. Este último describe un viaje redondo [11] u holonomía, 
como es bien sabido. Sin el conmutador no existe viaje redondo, y no pueden definirse ni la 
curvatura ni la torsión. El conmutador es antisimétrico por definición, y la antisimetría 
representa el viaje redondo. La acción del conmutador produce combinaciones de conexiones, 
productos de conexión y derivadas de conexiones. La conexión siempre resulta antisimétrica 
en sus dos índices inferiores, por definición de viaje redondo. La torsión es una combinación de 
dos conexiones; la curvatura es una combinación de derivadas y productos de conexiones. 
Existe una correspondencia bi-univoca entre los índices de la conexión y el conmutador. La 
conexión misma no es un tensor, pero las combinaciones conocidas como torsión y curvatura 
son tensores que retienen su formato bajo la transformación general de coordenadas. Las 
ecuaciones estructurales de Cartan son afirmaciones elegantes, equivalentes a la acción de un 
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conmutador.   
 
                 La conexión en sí misma se define mediante la derivada covariante de 
cualquier vector en cualquier espacio matemático y en cualquier número de dimensiones. La 
derivada covariante está constituida por la suma de la derivada ordinaría y un término en la 
conexión. Esta suma se define de tal manera que la derivada covariante retiene su formato bajo 
la transformación general de coordenadas. No sucede así con la derivada ordinaria [1-11]. En la 
Sección 2 se infiere un nuevo teorema de la geometría de Cartan, o de cualquier geometría 
consistente. El teorema afirma que los dos términos de la derivada covariante son iguales. La 
demostración más sencilla de este hecho se desarrolla alrededor de la rotación activa y pasiva 
en un plano, y esto se explica en la Sección 2. En la Sección 3 se utiliza el nuevo teorema para 
describir cualquier órbita en términos de los componentes de la conexión de espín, una nueva 
teoría de la relatividad general que resulta válida para todas las órbitas observables. Esto 
pareciera ser la forma más sencilla y elegante de desarrollar la teoría de la relatividad general.  
 

2. Desarrollo del Teorema de Equivalencia de la Geometría. 

                   Consideremos la rotación del vector posición definido en el plano XY:  
 � = ��+ ��                   (1) 
 
En la rotación activa, el vector posición rota en el sentido de las agujas del reloj mientras los 
ejes de coordenadas se mantienen fijos, barriendo un ángulo �, produciendo el resultado: 
  �� = ���+ ���  
 
   = ��		
�� + �	�����+ �−�	��� + �		
����             (2) 
 
Por lo tanto, la ecuación matricial:  
 ��′�′� = � cos� sen�

−sen� cos�� ����          (3) 

 
define la tétrada de rotación:  
 ��� = � cos � sen�

−sen� cos �� .                (4) 

 
Un ejemplo de la tétrada de Cartan. En la rotación activa los ejes de coordenadas están fijos, de 
manera que la conexión de espín de Cartan es igual a cero. En este caso, la torsión de Cartan se 
define mediante [1 - 11]: 
  �	��� = ����� − �����            (5) 

Nótese que la tétrada de rotación (4) se define mediante:  
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������ = � cos � sen�
−sen� cos �� ���� ,         (6) 

�� = 				� cos � + � sen� ,                (7) �� = −� sen� + �	cos	� ,          (8) 
 
Donde �� y ��	son	los	vectores	unitarios de las coordenades polares cilíndricas��, �� en el 
plano XY .  El conocido generador de rotación [1 - 11] se infiere a partir de la tétrada de 
rotación, y el operador de momento angular en mecánica cuántica es el generador de rotación 
en la constante reducida de Planck, ℏ.  
 
                    Consideremos ahora la rotación pasiva que resulta equivalente a la 
rotación activa. En la rotación pasiva, el vector posición es constante pero los ejes de 
coordenadas rotan en sentido contrario a las agujas del reloj. Expresamos la Ec. (2) como:      
 
   �� = ��� cos � − � sen�� + ��� sen� + �	cos	��      (9) 
 
donde X e Y en la Ec. (2 ) son constantes. Por lo tanto, la rotación pasiva es:  
 �� = � cos� − � sen�                (10) �� = � sen � + �	cos	�                (11) 
 
y es una rotación de los vectores unitarios cartesianos � y � representados por la ecuación 
matricial:  
 ������ = �cos� −sen�

sen� cos� � ����                (12) 

 
Nótese que: 
  � cos � sen �
−sen� cos �� �cos � −sen�

sen � cos � � = �1 0

0 1
�             (13) 

 
De manera que la tétrada de rotación inversa es:  
 ��� = �cos � −sen �

sen� cos � �                (14) 

 
En la notación de Cartan: 
  ���	��� = 1 .                 (15) 
 
Para la rotación pasiva, los componentes X e Y son constantes, de manera que sus derivadas 
desaparecen y la rotación pasiva se describe en geometría de Cartan a través del término de 
conexión de espín de la derivada covariante. En este caso, la torsión de Cartan se define 
mediante:   
 �	��� = �	��

� ��� − ���
� ��� = �	��

� − �	��
�               (16) 
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Por antisimetría [1 - 10]:  
 �	��� = 2����� = 2�	��

�                 (17) 
 
y se infiere el teorema de equivalencia de la geometría de Cartan:  
 ����� = �	��

�                   (18) 
 
                 La derivada covariante completa en la geometría de Cartan es:  
 ���� = ���� + �	��

� ��                (19) 
 
y el nuevo teorema de equivalencia de este documento muestra que los dos términos de la 
derivada covariante son iguales. El resultado es válido para cualquier geometría consistente, en 
cualquier espacio matemático y en cualquier número de dimensiones.   
                       
 

3. Aplicación a Relatividad General y a la Teoría Orbital Plana.  
 

                      Una órbita plana de cualquier tipo viene descrita por la Ec. (1) en donde  
X e Y son funciones del tiempo t. De manera que para cualquier órbita en un plano:     
 �	 = ����, 			�
 = ����	                (20) 
 
Se deduce a partir de ello que:  
 ��� = �	��

	 �� = �	�	
	 � + �	�


	 � ,              (21) ��� = �	��

 �� = �	�	


 � + �	�


 � ,              (22) 

 
donde:  
 �� =

	

�



�
	 .                 (23) 

 
Aquí, c es la velocidad de la luz en el vacío. Si transformamos a coordenadas cilíndricas:   
 � = � cos�,				� = � sen�                (24) 
 
En esta notación:  
 �1,2� = ��, ��                 (25) 
 
Nótese que tanto r como θ dependen del tiempo. De manera que la derivada temporal debe 
calcularse mediante el Teorema de Leibniz como sigue:    
 


�
�� cos �� = �

�
cos � + � 

�
�cos�����              (26) 
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Utilizando la regla de la cadena:  
 
����

�
=

����

�

�

�
                 (27) 

 
se encuentra que:  
 


�
�cos����� = −

�

�
sen �                (28) 

 
de manera que  
 


�
�� cos �� = �

�
cos � −

�

�
	� sen �  .             (29) 

 
Análogamente:  
 


�
�� sen �� = �

�
sen� +

�

�
	 rcos� .             (30) 

 
Comparando las Ecs. (21) y (29) 
 		�	�	

	 � cos � + 			�	�

	 � sen� =

�

�
cos � −

�

�
	� sen� .           (31) 

 
De manera que los componentes de la conexión de espín son 
 �	�	

	 =
	

�	�

�

�
 ,                 (32) 

 �	�

	 = −

	

�	

�

�
  .                (33) 

 
Comparando las Ecs. (22) y (30) nos da los otros dos componentes de la conexión de espín: 
 

 �	�	

 =

	

�	

�

�
                  (34) 

    �	�


 =

	

�	�

�

�
                  (35) 

 
La conexión de espín completa para cada a es, por lo tanto: 
  

�	��
� = ��	�	

	 �	�

	�	�	


 �	�


 � = 	

�
�		� �

�
−

�

�
�

�

	

	�

�

�

�              (36) 

 
ó: 
  

�			�	��
� = � �

�
−� �

�� �

�

�

�

�                (37) 
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               Se ha desarrollado en documentos recientes de esta serie la velocidad orbital en 
coordenadas cilíndricas, la cual es:  
  = �� ��

��
+ ��� ��

��
                 (38) 

 
Puede observarse que las componentes de la velocidad orbital lineal son componentes de 
conexión de espín 
 
 
   = �			��	�	

	 �� − �	�

	 ���         

 							= �			��	�


 �� + �	�	


 ���  .                       (39)  
 
Un resultado válido para cualquier órbita en un plano. Esta es una descripción puramente 
relativista de cualquier órbita en términos de la conexión, porque se describe la órbita como un 
movimiento de los ejes. A partir de la tétrada de rotación (4) y los componentes de la conexión 
de espín, puede evaluarse la torsión utilizando la primera ecuación estructural de Cartan. Puede 
evaluarse la curvatura a partir de los componentes de la conexión utilizando la segunda 
ecuación estructural de Cartan. Las ecuaciones de campo vienen dadas por la identidad de  
Cartan [1-10]. Nótese que sólo se ha utilizado el concepto de velocidad. En documentos 
posteriores se definirá el momento y la energía, junto con teoremas de conservación de la 
nueva relatividad general.   
 
                      En los apuntes de acompañamiento 199(1) a 199(5) se incluyen 
discusiones acerca del movimiento orbital impulsado por la torsión y el movimiento rectilíneo 
impulsado por la torsión, como aquellos representados mediante una tétrada, varias 
representaciones de la tétrada de la elipse, y apuntes de las representaciones en coordenadas 
polares cilíndricas y cartesianas de la elipse. En el sistema solar, se sabe por observación que la 
relación funcional entre r y θ viene dada por la trayectoria elíptica con precesión:    
 � =

�

	�� �������
                 (40) 

 
donde 2α es la latitud recta, ! es la elipticidad y x es la constante de precesión. Utilizando la 
Ec. (40) pueden definirse las componentes de la conexión de espín para una trayectoria elíptica 
con precesión. Este procedimiento es válido para cualquier órbita en un plano en la que se 
conozca por observación la dependencia de r respecto de θ.  
 
                       Finalmente, nótese que la totalidad de la dinámica clásica puede 
desarrollarse en términos de conexiones de espín, utilizando el nuevo teorema de equivalencia  
(18), de manera que la dinámica clásica y la relativista también se transforman en conceptos 
unificados. La razón de ello es que cualquier movimiento posee su dinámica de marco 
equivalente.   
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